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Algèbre Linéaire, TD7

Solution de la SérieN
o
7 : Systèmes, systèmes de Cramer et systèmes inversibles

Exercice 1

1. Montrer que la matriceN =





0 1 0
0 0 1
0 0 0



 est nilpotente et calculer son indice de nilpotencep.

Calculer “exp(tN)” pour tout réelt.
*Montrer que le système{v, Nv, Np−1v} est une base deR3 pour tout vecteur non nulv deR3.

2. Vérifier que(0, 0, 0, 0, 0) est solution du système






x1 + 2x2 − x3 + 3x4 + x5 = 0,
x2 + x3 − 2x4 + 2x5 = 0,

2x1 + x2 − 4x3 − 5x5 = 0

Montrer que L’ensembleE des solutionsS est un sous-espace vectoriel deR5. Quelle est sa dimen-
sion ? Déterminer une base deE.

3. Vérifier que le système suivant est compatible






x1 + 2x2 − x3 + 3x4 + x5 = 3,
x2 + x3 − 2x4 + 2x5 = −4,

2x1 + x2 − 4x3 − 5x5 = 9

puis le résoudre dansR5. L’ensemble des solutionsS est-il un plan vectoriel deR5 ?.

Solution :

1. La matriceN =





0 1 0
0 0 1
0 0 0



 est nilpotente : en effet,

N2 =





0 1 0
0 0 1
0 0 0









0 1 0
0 0 1
0 0 0



 =





0 0 1
0 0 0
0 0 0





N3 =





0 1 0
0 0 1
0 0 0









0 0 1
0 0 0
0 0 0



 =





0 0 0
0 0 0
0 0 0





doncN est nilpotente d’indice de nilpotencep = 3.
– Soitt un nombre réel, calculons “exp(tN)” : par définition, on a

exp(tN) = I3 +

+∞
∑

k=1

tk

k!
Nk = I3 + t N +

t2

2
N2 +

+∞
∑

k=3

tk

k!
Nk

commeNk est la matrice nulle pour toutk ≥ 3, alors

exp(tN) = I3 + t N +
t2

2
N2 =





0 t 1

2
t2

0 1 t
0 0 1
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– Montrons que le système{v, Nv, Np−1v} est une base deR3 pour tout vecteur non nulv deR3 :
en effet, soitv ∈ R3 alors

v =





x
y
z





alors

N v =





0 1 0
0 0 1
0 0 0









x
y
z



 =





y
z
0





N2 v =





0 0 1
0 0 0
0 0 0









x
y
z



 =





z
0
0





pour montrer que le système{v, Nv, N2v} est une base deR3, il suffit de montrer qu’il est libre.
Soit α, β et γ des scalaires réels tels queα v + β N v + γ N2v = 0R3 , montrons queα = β =
γ = 0 ? on a

α v+β N v+γ N2v =





α x
α y
α z



+





β y
β z
0



+





γ z
0
0



 =





α x + β y + γ z
α y + β z

α z



 =





0
0
0





alors






α x + β y + γ z = 0,
α y + β z = 0,

α z = 0
⇔







α x + β y + γ z = 0,
α y + β z = 0,

α = 0 où z = 0

si z = 0 et α 6= 0, alors on obtientx = y = z = 0, donc le vecteurv est nul, ce qui est
absurde carv devait être non nul ; d’oùα = 0, puis pour les vecteurv tels quez 6= 0, on a obtient
α = β = γ = 0 soit le système{v, Nv, N2v} est libre ;
commedim(R3) = 3 = Card({v, Nv, N2v}) , d’où {v, Nv, N2v} est une base deR3.

2. – Vérifions que(0, 0, 0, 0, 0) est solution du système

(P) :







x1 + 2x2 − x3 + 3x4 + x5 = 0,
x2 + x3 − 2x4 + 2x5 = 0,

2x1 + x2 − 4x3 − 5x5 = 0

d’abord le système(P) est sous-déterminé, c’est à dire le nombre d’équations est inférieur au
nombre d’inconnus. Le système(P) est homogène, soit les termes du second membre du sys-
tème sont nuls, donc le 5-uplet(x1, x2, x3, x4, x5) = (0, 0, 0, 0, 0) satisfait bien les équations du
système linéaire(P) ; d’où (0, 0, 0, 0, 0) est une solution évidente du système(P).

– Montrons que l’ensembleE des solutionsS est un sous-espace vectoriel deR5 : en effet, le sys-
tème(P) est équivalent au système matriciel suivant













1 2 −1 3 1

0 1 1 −2 2

2 1 −4 0 −5

























x1

x2

x3

x4

x5













=













0

0

0













soit l’écriture vectorielle du système(P)

x1





1
0
2



 + x2





2
1
1



 + x3





−1
1

−4



 + x4





3
−2

0



 + x5





1
2

−5



 =





0
0
0
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doncx1 A1 + x2 A2 + x3 A3 + x4 A4 + x5 A5 = 0R3 . Le choix de la sous-matriceDr reste
à faire pour résoudre ce type de systèmes linéaires sous-déterminés : soitDr la sous-matrice de

taille (3 × 3) donnée pardet(Dr) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 −1
0 1 1
2 1 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 6= 0

donc le choix de la sous-matriceDr est favorable ; soit l’écriture vectorielle du système(P)

x1





1
0
2



 + x2





2
1
1



 + x3





−1
1

−4



 + x4





3
−2

0



 + x5





1
2

−5



 =





0
0
0





donc

x1





1
0
2



 + x2





2
1
1



 + x3





−1
1

−4



 = −x4





3
−2

0



 − x5





1
2

−5



 =





−3α − β
2α − 2β

5β





oùα = x4 et β = x5 ; alors

(P ′) :





1 2 −1
0 1 1
2 1 −4









x1

x2

x4



 =





−3α − β
2α − 2β

5β





le système linéaire(P ′) admet une unique solution cardet(Dr) = 1 6= 0, alors par la méthode de
Cramer on obtient

x1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

−3α − β 2 −1
2α − 2β 1 1

5β 1 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
=

29α + 6β

1
= 29α + 6β

x2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 −3α − β −1
0 2α − 2β 1
2 5β −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
=

−10α − 3β

1
= −10α − 3β

x3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 −3α − β
0 1 2α − 2β
2 1 5β

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
=

12α + β

1
= 12α + β

donc l’ensembleE de solutions du système(P ′) est

E =
{

(29α + 6β, −10α − 3β, 12α + β, α, β) / (α, β) ∈ R2
}

·

SoitX un élément deE, alors il existe au moins un couple(α, β) ∈ R2 tel que

X = (29α + 6β, −10α − 3β, 12α + β, α, β)

doncX = α (29, −10, 12, 1, 0)+β (6, −3, 1, 0, 1), c’est à dire queu est une combinaison linéaire
dans le système{u; v} où u = (29, −10, 12, 1, 0) et v = (6, −3, 1, 0, 1) ; d’où le système{u; v}
engendreE ;
or le système le système{u; v} est libre et engendreE , alors le système{u; v} est une base deE ;
finalementE est un sous-espace vectoriel deR5 et la dimension deE est égale à 2.
Remarques :
– Un sous-espace vectoriel de dimension 2 deR3 s’appelle unplan.
– Un sous-espace vectoriel de dimension 2 deRd ou (d ≥ 4) s’appelle unhyperplan.

3



– La matriceDr lors de résolutions de systèmes linéaires sous-déterminéshomogènes n’est pas
unique,mais l’ensemble de solutions est toujours un sous-espace vectoriel.

3. Vérifions que(0, 0, 0, 0, 0) est solution du système

(Q) :







x1 + 2x2 − x3 + 3x4 + x5 = 3,
x2 + x3 − 2x4 + 2x5 = −4,

2x1 + x2 − 4x3 − 5x5 = 9

le système(Q) est sous-déterminé, c’est à dire le nombre d’équations est inférieur au nombre d’in-
connus. Le système(Q) n’est pas homogène, soit les termes du second membre du système sont
non nuls. On prend le 5-uplet(x1, x2, x3, x4, x5) = (1, 1, 1, 1, −2) satisfait bien les équations du
système linéaire(Q) ; d’où (1, 1, 1, 1, −2) est une solution du système(Q), donc le système(Q)
admet au moins une soulution, d’où le système(Q) est compatible.

4. Soit S l’ensemble des solutions du système(Q), alors deS ⊂ R5 : en effet, le système(Q) est
équivalent au système matriciel suivant













1 2 −1 3 1

0 1 1 −2 2

2 1 −4 0 −5

























x1

x2

x3

x4

x5













=













3

−4

9













soit l’écriture vectorielle du système(P)

x1





1
0
2



 + x2





2
1
1



 + x3





−1
1

−4



 + x4





3
−2

0



 + x5





1
2

−5



 =





3
−4
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doncx1 A1 + x2 A2 + x3 A3 + x4 A4 + x5 A5 = b où

A1 =





1
0
2



 ; A2 =





2
1
1



 ; A3 =





−1
1

−4



 ; A4 =





3
−2

0



 ; A5 =





1
2

−5



 , b =





3
−4
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Le choix de la sous-matriceDr reste à faire pour résoudre ce type de systèmes linéaires sous-

déterminés : soitDr la sous-matrice de taille(3 × 3) donnée pardet(Dr) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 −1
0 1 1
2 1 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1 6= 0

donc le choix de la sous-matriceDr est favorable ; soit l’écriture vectorielle du système(P)

x1





1
0
2



 + x2





2
1
1



 + x3





−1
1

−4



 + x4





3
−2

0



 + x5





1
2

−5



 =





3
−4

9





donc

x1





1
0
2



+x2





2
1
1



+x3





−1
1

−4



 = −x4





3
−2

0



−x5





1
2

−5



+





3
−4

9



 =





3 − 3α − β
−4 + 2α − 2β

9 + 5β





oùα = x4 et β = x5 ; alors

(Q′) :





1 2 −1
0 1 1
2 1 −4









x1

x2

x4



 =





3 − 3α − β
−4 + 2α − 2β

9 + 5β
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le système linéaire(Q′) admet une unique solution cardet(Dr) = 1 6= 0, alors par la méthode de
Cramer on obtient

x1 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

3 − 3α − β 2 −1
−4 + 2α − 2β 1 1

9 + 5β 1 −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
=

−16 + 29α + 6β

1
= 29α + 6β − 16

x2 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 3 − 3α − β −1
0 −4 + 2α − 2β 1
2 9 + 5β −4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1
=

4 − 10α − 3β

1
= −10α − 3β + 4

x3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 2 3 − 3α − β
0 1 −4 + 2α − 2β
2 1 9 + 5β

∣

∣

∣

∣

∣

∣

4
=

−9 + 12α + β

1
= 12α + β − 9

donc l’ensembleS de solutions du système(Q′) est

S =
{

(29α + 6β − 16, −10α − 3β + 4, 12α + β − 9, α, β) / (α, β) ∈ R2
}

·

SoitX un élément deS, alors il existe au moins un couple(α, β) ∈ R2 tel que

X = (29α + 6β − 16, −10α − 3β + 4, 12α + β − 9, α, β)

doncX = (−16, 4, −9, 0, 0) + α (29, −10, 12, 1, 0) + β (6, −3, 1, 0, 1), c’est à dire que pour
α = β = 0, on aX = (−16, 4, −9, 0, 0) ; d’où (0, 0, 0, 0, 0) /∈ S ;
finalementS n’est pas un sous-espace vectoriel deR5, maison dit queS est un hyperplan affine.

�

Exercice 2
On considère les trois suites réelles(un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N définies sous la forme récurrente par

u0 = 1, v0 = 1, w0 = −1 et pour toutn ∈ N par le système suivant

(S) :







un+1 = 2un + vn + wn

vn+1 = un + 2vn + wn

wn+1 = un + vn + 2wn

1. Écrire le système(S) sous forme matricielle.

2. SoitA la matrice du système(S). CalculerA2 et A3, puis en déduireu1, v1, w1, u2, v2, w2, u3, v3

etw3

3. Déduire les expressions des suites réelles(un)n∈N, (vn)n∈N en fonction deA, n et (u0, v0, w0).

Solution : Considèrons les trois suites réelles(un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N définies sous la forme récur-
rente paru0 = 1, v0 = 1, w0 = −1 et pour toutn ∈ N par le système suivant

(S) :







un+1 = 2un + vn + wn

vn+1 = un + 2vn + wn

wn+1 = un + vn + 2wn

1. La forme matricielle du système(S) : sootn ≥ 0, on pose

Xn =





un

vn

wn
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alors




un+1

vn+1

wn+1



 =





2 1 1
1 2 1
1 1 2









un

vn

wn



 ⇔ Xn+1 = A Xn ∀n ≥ 0

oùA =





2 1 1
1 2 1
1 1 2



 est la matrice du système(S).

2. CalculonsA2 etA3 :

A2 = A × A =





2 1 1
1 2 1
1 1 2









2 1 1
1 2 1
1 1 2



 =





6 5 5
5 6 5
5 5 6





A3 = A × A2 =





2 1 1
1 2 1
1 1 2









6 5 5
5 6 5
5 5 6



 =





22 21 21
21 22 21
21 21 22



 .

– pourn = 1, alors onX2 = A X1 = A2 X0, donc




u2

v2

w2



 =





6 5 5
5 6 5
5 5 6









u0

v0

w0



 =





6 u0 + 5 v0 + 5 w0

5 u0 + 6 v0 + 5 w0

5 u0 + 5 v0 + 6 w0





d’où






u2 = 6 u0 + 5 v0 + 5 w0 = 6
v2 = 5 u0 + 6 v0 + 5 w0 = 6
w2 = 5 u0 + 5 v0 + 6 w0 = 4

– pourn = 2, alors onX3 = A X2 = A3 X0, donc




u3

v3

w3



 =





22 21 21
21 22 21
21 21 22









u0

v0

w0



 =





22 u0 + 21 v0 + 21 w0

21 u0 + 22 v0 + 21 w0

21 u0 + 21 v0 + 22 w0





d’où






u3 = 22 u0 + 21 v0 + 21 w0 = 22
v3 = 21 u0 + 22 v0 + 21 w0 = 22
w3 = 21 u0 + 21 v0 + 22 w0 = 20

3. les expressions des suites réelles(un)n∈N, (vn)n∈N en fonction deA, n et(u0, v0, w0) : on aXn+1 =
A Xn, alors par récurrence il vient

Xn = An X0

on peut démontrer par récurrence que

An =
1

3





4n + 2 4n − 1 4n − 1
4n − 1 22 4n − 1
4n − 1 4n − 1 4n + 2





donc




un

vn

wn



 =
1

3





4n + 2 4n − 1 4n − 1
4n − 1 22 4n − 1
4n − 1 4n − 1 4n + 2









u0

v0

w0



 =
1

3





(4n + 2) u0 + (4n − 1) v0 + (4n − 1) w0

(4n − 1) u0 + (4n + 2) v0 + (4n − 1) w0

(4n − 1) u0 + (4n − 1) v0 + (4n + 2) w0





pouru0 = 1, v0 = 1, w0 = −1, on obtient






































un =
1

3
(4n + 2)

vn =
1

3
(4n + 2)

wn =
1

3
(4n − 4)
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Exercice 3
On considère les trois suites réelles(un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N définies sous la forme récurrente par

u0 = 1, v0 = 1, w0 = −1 et pour toutn ∈ N par le système suivant

(S) :







un+1 = un + vn − 3wn

vn+1 = un − wn

wn+1 = un − vn

1. Écrire le système(S) sous la forme matricielle

Xn+1 = AXn avec Xn =





un

vn

wn



 , ∀n ∈ N
2. Montrer queA est inversible, puis calculer sa matrice inverse.

3. SoitP une matrice inversible telle queB = P −1AP où B est une matrice diagonale d’éléments
diagonauxλ1, λ2 etλ3. Monter queBn = P −1AnP .

4. CalculerA2 et A3.

5. En déduire les expressions deun, vn etwn en fonction den ∈ {1, 2}.

Solution : Considèrons les trois suites réelles(un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N définies sous la forme récur-
rente paru0 = 1, v0 = 1, w0 = −1 et pour toutn ∈ N par le système suivant

(S) :







un+1 = un + vn − 3wn

vn+1 = un − wn

wn+1 = un − vn

1. La forme matricielle du système(S) :




un+1

vn+1

wn+1



 =





1 1 −3
1 0 −1
1 −1 0









un

vn

wn



 ⇔ Xn+1 = A Xn ∀n ≥ 0

oùA =





1 1 −3
1 0 −1
1 −1 0



 est la matrice du système(S).

2. Montrons queA est inversible : pour cela il suffit de calculer son déterminant

det(A) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 1 −3
1 0 −1
1 −1 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1 −3
0 −1

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

1 −3
1 −1

∣

∣

∣

∣

= −1 − 1 + 3 = 1 6= 0

d’où A est inversible.
CalculonsA−1 l’inverse deA : on utilise la formule

A−1 =
1

det(A)
Com(AT ) =

1

det(A)
(Com(A))T

AT =





1 1 1
1 0 −1

−3 −1 0
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alors calculons les mineurs

Γ11 = +

∣

∣

∣

∣

0 −1
−1 0

∣

∣

∣

∣

= −1; Γ12 = −

∣

∣

∣

∣

1 −1
−3 0

∣

∣

∣

∣

= 3

Γ13 = +

∣

∣

∣

∣

1 0
−3 −1

∣

∣

∣

∣

= −1; Γ21 = −

∣

∣

∣

∣

1 1
−1 0

∣

∣

∣

∣

= −1

Γ22 = +

∣

∣

∣

∣

1 1
−3 0

∣

∣

∣

∣

= 3; Γ23 = −

∣

∣

∣

∣

1 1
−3 −1

∣

∣

∣

∣

= −2

Γ31 = +

∣

∣

∣

∣

1 1
0 −1

∣

∣

∣

∣

= −1; Γ32 = −

∣

∣

∣

∣

1 1
1 −1

∣

∣

∣

∣

= 2

Γ33 = +

∣

∣

∣

∣

1 1
1 0

∣

∣

∣

∣

= −1

D’où

A−1 =





−1 3 −1
−1 3 −2
−1 2 −1





3. SoitP une matrice inversible telle queB = P −1AP où B est une matrice diagonale d’éléments
diagonauxλ1, λ2 etλ3. Montrons queBn = P −1AnP : en effet, soitλ1, λ2 etλ3 trois scalaires tels
que

B =





λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 λ3





soit une matrice semblable àA ; alorsB = P −1AP ; donc on fait une démonstration par récurrence
– pourn = 0, on aA0 = I3 est la matrice identité de taille(3 × 3), alorsB0 = I3 = P −1P =

P −1A0P ;
pourn = 1, on aA1 = A et B1 = B = P −1AP = P −1A1P ; donc la propriété est vraie pour
l’étape initiale.

– Supposons que la propriété est vraie jusqu’à l’étape(n−1), c’est à dire queBn−1 = P −1An−1P ;
montrons qu’elle est encore vraie pour l’étapen. On a

Bn = B Bn−1 = P −1AP P −1An−1P = P −1A(P P −1)An−1P

= P −1AI3An−1P = P −1AAn−1P = P −1AnP

donc la propriété reste encore vraie pour l’étapen.
– D’après la propriété de récurrence, on aBn = P −1AnP pour toutn ≥ 0.
soit

Bn =





λn
1 0 0
0 λn

2 0
0 0 λn

3



 = P −1AnP.

4. CalculonsA2 etA3 :

A2 = A × A =





1 1 −3
1 0 −1
1 −1 0









1 1 −3
1 0 −1
1 −1 0



 =





−1 4 −4
0 2 −3
0 1 −2





A3 = A × A2 =





1 1 −3
1 0 −1
1 −1 0









−1 4 −4
0 2 −3
0 1 −2



 =





−1 3 −1
−1 3 −2
−1 2 −1



 .

5. Les expressions deun, vn et wn en fonction den ∈ {1, 2} : pourn = 1, alors onX2 = A X1 =
A2 X0, donc





u2

v2

w2



 =





−1 4 −4
0 2 −3
0 1 −2









u0

v0

w0



 =





−u0 + 4 v0 − 4 w0

2 v0 − 3 w0

v0 − 2 w0
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d’où






u2 = −u0 + 4 v0 − 4 w0 = 7
v2 = 2 v0 − 3 w0 = 5
w2 = v0 − 2 w0 = 3

pourn = 2, alors onX3 = A X2 = A3 X0, donc




u3

v3

w3



 =





−1 3 −1
−1 3 −2
−1 2 −1









u0

v0

w0



 =





−u0 + 3 v0 − w0

−u0 + 3 v0 − 2 w0

−u0 + 2 v0 − w0





d’où






u3 = −u0 + 3 v0 − w0 = 3
v3 = −u0 + 3 v0 − 2 w0 = 4
w3 = −u0 + 2 v0 − w0 = 2

Remarque : les valeursλ1, λ2 et λ3 sont appelées lesvaleurs propresde la matriceA ; cette partie sera
traitée lors ducours d’Algèbre 3en semestre 3 de la deuxième année préparatoire. �

Exercice 4

On considère la matriceB =





3 9 −9
2 0 0
3 3 −3



. Soit (S) le systeme differentiel lineaire avec second membre

(S) :







x′(t) = 3x(t) + 9y(t) − 9z(t)
y′(t) = 2x(t)
z′(t) = 3x(t) + 3y(t) − 3z(t)

oùx, y et z sont des fonctions deR dansR. On poset ∈ R 7−→ X(t) =





x(t)
y(t)
z(t)



 ∈ R3.

1. CalculerB2 etB3, puis calculerexp(tB)

2. Ecrire le système différentiel linéaire (S) sous la formeX ′(t) = A.X(t) où A est une matrice à
déterminer.

3. Déterminer toutes les solutions du système (S). Que peut-on déduire ?

Solution : Considérons le système différentiel linéaire sans second membre (S) (homogène) donné par

(S) :







x′(t) = 3x(t) + 9y(t) − 9z(t)
y′(t) = 2x(t)
z′(t) = 3x(t) + 3y(t) − 3z(t)

oùx, y et z sont des fonctions dérivables surR. Soitt ∈ R 7−→ X(t) =





x(t)
y(t)
z(t)



 ∈ R3.

1. Calculons les puissanceB2 et B3 :

B2 = B × B =





3 9 −9
2 0 0
3 3 −3









3 9 −9
2 0 0
3 3 −3



 =





0 0 0
6 18 −18
6 18 −18





B3 = B × B2 =





3 9 −9
2 0 0
3 3 −3









0 0 0
6 18 −18
6 18 −18



 =





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 .
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On en déduit que la matriceB est nilpotente d’indice de nilpotencep = 3 car Bk est la matrice
nulle pour toutk ≥ 3. Calculons la matriceA = exp(tB) en fonction det : pour toutt ∈ R on a

t B =





3t 9t −9t
2t 0 0
3t 3t −3t



, alors

exp(tB) = I3 + t B +
t2

2
B2 +

∑

k≥3

tk

k!
Bk = I3 + t B +

t2

2
B2

car
∑

k≥3

tk

k!
Nk =





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 est la matrice nulle carBk =





0 0 0
0 0 0
0 0 0



 pour toutk ≥ 3,

finalement, pour toutt ∈ R on obtient

A = exp(tB) =





1 0 0
0 1 0
0 0 1



 +





3t 9t −9t
2t 0 0
3t 3t −3t



 +





0 0 0
3t2 9t2 −9t2

3t2 9t2 −9t2



 .

d’où

A = exp(tB) =





1 + 3t 9t −9t
2t + 3t2 1 + 9t2 −9t2

3t + 3t2 3t + 9t2 1 − 3t − 9t2



 .

2. La forme matricielle équivalente du système(S) :




x′(t)
y′(t)
z′(t)



 =





3 9 −9
2 0 0
3 3 −3









x(t)
y(t)
z(t)





d’où la forme matricielleX ′(t) = BX(t).
La matriceB soit inversible si et seulement sidet(B) 6= 0, or det(B) = 1 − 1 = 0 ; doncB n’est
pas inversible.

3. Le système(S) est équivalent au systèmeX ′(t) = B X(t) alors la solutionX(t) s’écrit formelement

X(t) = exp(tB) X(0) oùX(0) =





x(0)
y(0)
z(0)



.

On déduit donc la solution

X(t) =





x(t)
y(t)
z(t)



 =





1 + 3t 9t −9t
2t + 3t2 1 + 9t2 −9t2

3t + 3t2 3t + 9t2 1 − 3t − 9t2









x(0)
y(0)
z(0)





soit la solution générale donnée par






















x(t) = x(0)(1 + 3t) + 9(y(0) − z(0)) t

y(t) = x(0)(2t + 3t2) + y(0)(1 + 9t2) − 9z(0) t2

z(t) = x(0)(3t + 3t2) + y(0)(3t + 9t2) + z(0)(1 − 3t − 9t2)

en particulier, pourx(0) = a, y(0) = b etz(0) = c, il vient






x(t) = a + (3a − 9c) t
y(t) = b + 2a t + (3a + 9b − 9c) t2

z(t) = c + (3a + 3b + c) t + (3a + 9b − 9c) t2
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On en déduit que le système(S) admet une infinité de solutions lorsque(a, b, c) ∈ R3 ; maison peut
avoir un unique solution si la condition initiale(x(0), y(0), z(0)) = (a, b, c) est fixée dès le départ.
SoitF l’ensemble de solutions de(S), alors

F = {(x(t), y(t), z(t)) / t ∈ R}

donc pour toutX(t) ∈ F on a

X(t) = (a + (3a − 9c) t; b + 2a t + (3a + 9b − 9c) t2; c + (3a + 3b + c) t + (3a + 9b − 9c) t2)

= (a; b; c) + (3a − 9c; b + 2a; 3a + 3b + c) t + (0; 3a + 9b − 9c; 3a + 9b − 9c) t2.

�
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